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สถิตยศาสตร (Statics) 
 

บทที่ 2 ระบบของแรง (ตอนที่ 3) 
 

ระบบของแรงในสามมิติ 
2/7 ระบบพิกัดฉาก 

ปญหาในทางกลศาสตรหลายๆ ปญหา ตองพิจารณาในสามมิติ ระบบพิกัดพื้นฐานที่ใช
ในการพิจารณาคือระบบพิกัดฉาก (x-y-z) ดังน้ันแรง F

v
 ในสามมิติจะสามารถแตกออกไดเปน

แรง Fx, Fy และ Fz ตามแนวแกน x, y และ z ตามลําดบั ดังแสดงในรูปที่ 1 
 

 
รูปที่ 1 การแตกแรงในระบบพิกัดฉาก 

 
ขนาดของแรง แรง Fx, Fy และ Fz สามารถคํานวณไดตามสมการตอไปน้ี 

)cos( xx FF θ=  )cos( yy FF θ=  )cos( zz FF θ=   (1) 
โดย  xθ , yθ  และ zθ  คือมุมที่แรง F

v
 กระทํากับแกน x, y และ z ดังแสดงในรูปที่ 1 

ขนาดของแรงรวม จะหาไดจากสมการที่ (2)  
222

zyx FFFF ++=      (2) 

นอกจากนี้แรง F
v

 ยังสามารถเขียนไดในรปูของผลบวกเวคเตอรของแรงยอยในแนวแกน x, y 
และ z ไดดังน้ี 

kFjFiFF zyx
ˆˆˆ ++=

r
     (3) 

)ˆcosˆcosˆ(cos kjiFF zyx θθθ ++=
r

   (4) 

โดย î ,  ĵ  และ k̂  เปนเวคเตอรหน่ึงหนวยในแนวแกน x, y และ z  
กําหนดให xl θcos= , ym θcos=  และ zn θcos=  และเรียก l, m, n วา ไดเรกชั่นโคไซน 
(Direction Cosine) โดยไดเรกชั่นโคไซนจะมีคุณสมบัติดังแสดงในสมการ (5) 
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     (5) 
แทนคา l, m, n ลงในสมการ (4) จะได 

)ˆˆˆ( knjmilFF ++=
r

     (6) 
จากคุณสมบัติแสดงในสมการ (5) จะไดวาเวคเตอร )ˆˆˆ( knjmil ++ มีขนาด 1 หนวย ดังน้ัน
สมการ (6) จะสามารถเขียนไดในรูปของขนาดของแรง F คูณดวยเวคเตอร 1 หนวยในทศิทาง
เดียวกับแรง F

v
, Fn̂ ดังน้ี 

      (7) 
สมการ (7) แสดงใหเห็นวาเวคเตอรใดๆ สามารถเขยีนใหอยูในรปูของ ขนาดของแรง คูณกับ 
ทิศทางของแรงซึ่งแสดงใหเห็นโดยเวคเตอรหน่ึงหนวย Fn̂  ได  

โดยทั่วไปการเขียนเวคเตอร F
v

 ใหอยูในระบบแกนพิกัดฉาก จะสามารถแบงวธิีเขยีน
ตามเงื่อนไขทีก่ําหนดมาใหได 2 กรณี คือ 1) การเขียนเวคเตอร F

v
 ในกรณีที่กําหนดจุด 2 จุดที่

เวคเตอรผาน และ 2) การเขียนเวคเตอร  F
v

 เม่ือกําหนดมุม 2 มุม 
 
1. กรณีกําหนดจุด 2 จุดที่เวคเตอรผาน 

 
รูปที่ 2 การหาเวคเตอรหน่ึงหนวยซึ่งผานจุด 2 จุดที่กําหนด 

 
จากรูปเวคเตอร F

v
 มีขนาด F และมีทิศทางที่ผานจุด A และจุด B  

จะสามารถเขยีนเวคเตอร F
v

 ในรูปของขนาดแรงคูณกับเวคเตอรหน่ึงหนวยบอกทศิทาง ดัง
แสดงในสมการ (8) ไดดังน้ี 

||
ˆ

AB

AB
F r

rFnFF v

vr
==      (8) 

โดย  ABrv  คือเวคเตอรที่ชี้จากจุด A ไปยังจุด B และ 
kzzjyyixxrAB
ˆ)(ˆ)(ˆ)( 121212 −+−+−=

r    (9) 
 

ดังน้ัน   
2

12
2

12
2

12

121212

)()()(

ˆ)(ˆ)(ˆ)(
zzyyxx

kzzjyyixxFF
−+−+−

−+−+−
=

r
   (10) 

FnFF ˆ=
r

1222 =++ nml
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จากสมการ (10) ถาทราบพกิัดจุด A และจุด B จะสามารถเขียนเวคเตอรที่ผานจุดทั้งสองได 
 
2. กรณีกําหนดมุมให 2 มุม 

 
รูปที่ 3 การหาเวคเตอรหน่ึงหนวยเม่ือกําหนดมุมที่แรงกระทํากับแกนมาให 

 
จากรูปที่ 3 การเขียนเวคเตอร F

v
 ใหอยูในระบบแกนพกิัดฉาก ทําไดโดยแตกเวคเตอร F

v
 

ออกเปนสวนประกอบยอยๆ ดังน้ี 
1. แตกเวคเตอร เปนสวนประกอบในแนวดิง่ และแนวระดับบนระนาบ xy 

สวนประกอบในแนวดิ่ง  φsinFFz =      (11) 
สวนประกอบในแนวระดับ φcosFFxy =  

2. แตกสวนประกอบในแนวระดับ เปนสวนประกอบในแนวแกน x, y 

สวนประกอบตามแกน x  θφθ coscoscos FFF xyx ==    (12) 
สวนประกอบตามแกน y  θφθ sincossin FFF xyy ==    (13) 

3. แทนสวนประกอบของเวคเตอรตามแกน x, y และ z ในสมการ (11) – (13) ลงในสมการ 
(3) จะสามารถเขียนเวคเตอร ใหอยูในระบบแกนพิกัดฉากตามตองการ 
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Dot Product 

F
r

nr
nFFn ˆ⋅=

r

nnFFn ˆ)ˆ( ⋅=
rr

P
r

Q
r

α )cos(αP

(ก) (ข)

F
r

nr
nFFn ˆ⋅=

r

nnFFn ˆ)ˆ( ⋅=
rr

P
r

Q
r

α )cos(αP

F
r

nr
nFFn ˆ⋅=

r

nnFFn ˆ)ˆ( ⋅=
rr

F
r

nr
nFFn ˆ⋅=

r

nnFFn ˆ)ˆ( ⋅=
rr

P
r

Q
r

α )cos(αP

P
r

Q
r

α )cos(αP

(ก) (ข)
 

รูปที่ 4 การดอทเวคเตอร (Dot product) 
 

นิยามของการดอทเวคเตอร P
v

 และ Q
v

 ดังแสดงในรูปที่ 4(ก) แสดงดังสมการ (14) 

โดย α คือมุมระหวางเวคเตอร P
v

 และ Q
v

  และคาที่ไดจากการดอทจะเปน สเกลาร 
)cos(αPQQP =⋅

rr
     (14) 

เม่ือทําการจัดรูปสมการ (14) เสียใหม จะไดผลการดอทเวคเตอรดังน้ี 
    ( )QPQP )cos(α=⋅

rr
 

หรือ    =⋅QP
rr

 [ภาพฉายของ P
v

 บน Q
v

](Q)   (15) 
จากสมการ (15) สามารถกลาวไดวา ผลการดอทเวคเตอร P

v
 และ Q

v
 คือการนําเอา

ภาพฉายของ P
v

 บน Q
v

 มาคูณดวยขนาดของเวคเตอร Q
v

  ในทางกลับกนั ก็สามารถ
กลาวไดวาผลการดอทเวคเตอร P

v
 และ Q

v
 คือการนําเอาภาพฉายของ Q

v
 บน P

v
 มาคูณดวย

ขนาดของเวคเตอร P
v

 ก็ได 
 ในกรณีที่เปนการดอทกันของเวคเตอร F

r
 และ เวคเตอรหน่ึงหนวย n̂  ดังแสดงในรูปที่ 

4(ข) ผลการดอทจะไดดังน้ี 
)cos()cos()1(ˆ αα FFnF ==⋅

v
   (16) 

จากสมการ (16) จะพบวาการดอทกันของเวคเตอรใดๆ กับเวคเตอรหน่ึงหนวยนั้น จะ
ไดขนาดของภาพฉายของเวคเตอรน้ันๆ บนเวคเตอรหน่ึงหนวย (เน่ืองจากคาที่ไดจากการดอท
จะเปน สเกลาร) สําหรับเวคเตอรภาพฉายของเวคเตอรใดๆ บนเวคเตอรหน่ึงหนวยนั้น 
สามารถหาไดจากสมการ (17)  
    nnFFn ˆ)ˆ( ⋅=

vv
      (17) 

คุณสมบัติอ่ืนๆ ของการดอทเวคเตอรมีดังน้ี 
1. เวคเตอรหน่ึงหนวยซึ่งมีทิศทางเดียวกันดอทกันมีคาเทากับ 1 

1ˆˆˆˆˆˆ =⋅=⋅=⋅ kkjjii      (18) 
2. เวคเตอรหน่ึงหนวยทศิทางตั้งฉากกันดอทกันมีคาเทากับ 0 

0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ =⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅ jkkjikkiijji    (19) 
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มุมระหวางเวคเตอร 

P
v

P′
v

Q
vα

P
v

P′
v

Q
vα

 
รูปที่ 5 มุมระหวางเวคเตอร 

 
 เม่ือเวคเตอร 2 เวคเตอร อยูในระนาบเดยีวกัน เชนเวคเตอร P′

v
 และ Q

v
 ดังแสดงในรูป

ที่ 5 แลว การหามุมระหวางเวคเตอรสามารถทําไดงายโดยเลื่อนใหหางของเวคเตอรทั้ง 2 มาชน
กัน แลววัดมุม อยางไรก็ตามหากเวคเตอรทั้งสองอยูคนละระนาบดังเชนเวคเตอร P

v
 และ Q

v
 

แลว การหามุมโดยตรงจะทําไดยาก ในกรณีน้ีการหามุมจะทําไดงายขึ้นโดยใชผลของการดอท
เวคเตอร 
จากนิยามการดอทเวคเตอร  )cos(αPQQP =⋅

rr
     (14) 

จะสามารถหามุมระหวางเวคเตอรไดดังน้ี 

PQ
QP
rr

⋅
= −1cosθ      (15) 

ในกรณีที่มีเวคเตอรหน่ึงเปนเวคเตอรหน่ึงหนวยจะได 

P
nP ˆ

cos 1 ⋅
= −

r

θ       (16) 

ถาผลของการดอทเวคเตอรมีคาเปน 0 โดยเวคเตอรตัง้ตนไมเทากับศูนย จากสมการ (14) จะได
วามุมของเวคเตอรทั้งสองตองทํามุมกันเทากับ 90º  
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2/103 The tension in the supporting cable BC is 3200 N. Write the force which 
this cable exerts on the boom OAB as a vector T. Determine the angle θx, θy, 
and θz which the line of action of T forms with the positive x-, y-, and z-axes.

วิธีทํา เนื่องจากแนวแรง T ผานจุด B และจุด C จึงตองหาพิกัดจุด B 
กับจุด C กอน

พิกัดจุด B : (1.5, 2.1, 0.45)
พิกัดจุด C : (1.8, 0, 0.9)

เวคเตอร BC :  kjiBC ˆ45.0ˆ1.2ˆ3.0 +−=

เวคเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง BC :  

kjikjinBC
ˆ2075.0ˆ9684.0ˆ1383.0

45.01.23.0

ˆ45.0ˆ1.2ˆ3.0ˆ
222

+−=
++

+−
=

เวคเตอรของแรง  T
v

)ˆ2075.0ˆ9684.0ˆ1383.0(3200ˆ kjinTT BCBCBC +−==
v

kjiTBC
ˆ05.664ˆ88.3098ˆ56.442 +−=

v
Ans

หามุมที่ทํากับแกน x

จาก ]cos[ θPQQP =⋅
vv

xBC in θcos)1)(1(ˆˆ =⋅

)ˆ()ˆ2075.0ˆ9684.0ˆ1383.0(cos ikjix ⋅+−=θ

1383.0cos =xθ
o05.82=xθ Ans
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หามุมที่ทํากับแกน y

จาก ]cos[ θPQQP =⋅
vv

yBC jn θcos)1)(1(ˆˆ =⋅

)ˆ()ˆ2075.0ˆ9684.0ˆ1383.0(cos jkjiy ⋅+−=θ

9684.0cos −=yθ
o56.165=yθ Ans

ทํานองเดียวกัน

หามุมที่ทํากับแกน z

จาก ]cos[ θPQQP =⋅
vv

zBC kn θcos)1)(1(ˆˆ =⋅

)ˆ()ˆ2075.0ˆ9684.0ˆ1383.0(cos kkjiz ⋅+−=θ

2075.0cos =zθ
o02.78=zθ Ans
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